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Ellipsoide de John-Loewner

Lemme 1. Soient A, B € M, (R) symétriques définies positives, et o, 3 = 0 tels que o+ f =1, alors :

det(aA + BB) > det(A)* det(B)”

Démonstration.

On utilise le théoréme de pseudo-réduction simultanée :
1l existe P € GL,(R) tel que A = ‘PP et B ="PDP, avec D = Diag(\y, ..., An), alors :

(det A)*(det B)? = (det P?)*(det P? det D)” = det P?(det D)?

det(aA + BB) = det(‘P(al, + BD)P) = det P? det(al, + D)
On est donc ramenés & montrer que det(al, + BD) > (det D). Par la stricte concavité du logarithme, on a :
In(a+ BA;) > alnl+ B =Bk =) In(a+BA) > B Ik
i=1 i=1

En prenant I’exponentielle, on obtient :

n n B
H(a + BX;) > <H /\i> & det(al, 4+ D) > (det D)?

i=1 i=1

O

Théoréme 2. Soit K un compact d’intérieur non vide de R™, alors il existe un unique ellipsoide de centre 0
et de volume minimal contenant K.

Démonstration.

On munit R™ de sa structure euclidienne usuelle.
Un ellipsoide plein centré en 0 de R™ a une équation du type ¢(z) < 1, on g € Q1.

On note & = {x € R™|¢(x) < 1}. Il existe une base B de R™ dans laquelle ¢ s’écrit g(z) = Y a;z?.
i=1

Vlz=/// de, - de,
q(z)<1

On effectue le changement de variable z; = \/taf de jacobien ﬁ

On note V; le volume de &, alors :

En notant D(q) = ay ...a,, qui est aussi le déterminant de la matrice de ¢, on obtient alors :

Y ://m/|m|<1 dl“\l/%n - l‘;o(q)

ou Vj est le volume de la boule unité pour la norme euclidienne canonique.
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Le probleme se reformule alors comme un probléeme d’optimisation avec contrainte.

On cherche ¢ qui maximise D(q) et tel que ¢(z) < 1 pour tout z € K.

On munit Q de la norme N(q) = sup < |¢(x)], et on considere I'ensemble A = {g € Q™ |Vx € K, q(z) < 1}.
Montrons que A est un compact convexe non vide de Q.

Soit ¢ et ¢’ dans A, et soit A € [0,1].
o = Ag+ (1 =)

Alors on a bien ¢y (z) > 0 pour tout x € R™, et ¢x(x) < 1 pour tout € K. Donc A est convexe.

Soit (gn)n une suite de A convergente dans @ vers ¢. On a pour tout = € R", |g(x) — ¢n(z)| < N(q — ¢») ||z|,
donc lirf gn(x) = q(x). On en déduit que :
n—-+0oo

Ve e R", gq(z)= lim g¢,(z) 20 et VzeK,qlx)= lim ¢ (z)<1

n—-+oo n—-+o0o

Donc ¢q € A, et A est fermé.

Soient a dans 'intérieur de K et r > 0 tel que B(a,r) C K.
Si ||lz|] <, alors a+ 2 € K. Par 'inégalité de Minkowski, on obtient :

Va(@) = Ve +a—a) < V(e + a) + Va(—a) <2

Donc q(z) < 4. Si ||lz]| <1, |g(z)| = q(z) = 142 < 4, ainsi N(q) < =, et A est borné.

K étant borné, il existe M > 0 tel que pour tout z dans K, ||z| < M.

2
Donc x — ”J\Z—”z est dans A, qui est non vide.

Comme det est continue, D est continue sur A. On en déduit que D atteint sont maximum sur A en ¢g. De
ll=|®
M2

plus, comme z +— est dans A et est de déterminant strictement positif, on a D(gg) > 0, donc gy est définie

positive.

Nous venons de montrer I'existence d’un ellipsoide de volume minimal qui contient K.
Montrons qu’il est unique.

Soit ¢ € A, par Pabsurde on suppose que D(q) = D(qo) avec ¢ # qo.

Soient S et Sy les matrices de g et gp. On remarque que %(q +qo) € A.

D (;(q + qo)) — det <;(s + 50)> > (det §)? (det So)* > det Sp = D(qo)

Cela contredit la maximalité de D(qo). O

Conclusion. Il existe un unique ellipsoide de volume minimal contenant K. <
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